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Μέθοδοι Λήψης Αποφάσεων

� Μέθοδοι λήψης αποφάσεων υπό ισχυρή

αβεβαιότητα:

1) Maximin

2) Generalized Maximin

3) Minimax Regret

4) Principle of Insufficient Reason
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Παράδειγµα 1

� Ο ιδιοκτήτης ενός βιβλιοπωλείου πρέπει να

αποφασίσει πόσα αντίτυπα του βιβλίου «Data,

Models and Decisions» θα παραγγείλει για την

ακαδηµαϊκή χρονιά που αρχίζει. Η ζήτηση για το

βιβλίο εξαρτάται από τον αριθµό των µαθηµάτων

που θα το χρησιµοποιήσουν, στα τοπικά

πανεπιστήµια.



Εναλλακτικές

Αποφάσεις 7 8 9 10

280 2.800 € 2.720 € 2.640 € 2.480 €

320 2.600 € 3.200 € 3.040 € 2.880 €

360 2.400 € 3.000 € 3.600 € 3.440 €

400 2.200 € 2.800 € 3.400 € 4.000 €

Παράδειγµα 1

Αριθµός Μαθηµάτων

Ο Πίνακας Αποτελεσµάτων του προβλήµατος: 
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Κριτήριο Maximin

� Το κριτήριο Μaximin βασίζεται στον προσδιορισµό

του χειρότερου δυνατού σεναρίου (worst-case

scenario).

� Αντιπροσωπεύει µια συντηρητική προσέγγιση λήψης

αποφάσεων, καθώς επιδιώκει να διασφαλίσει το

καλύτερο (max) από τα ελάχιστα (min) εγγυηµένα

αποτελέσµατα.
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Κριτήριο Maximin

� Η βέλτιστη απόφαση προκύπτει από τα ακόλουθα

βήµατα:

1) Για κάθε εναλλακτική απόφαση, καταγράφεται το

χειρότερο πιθανό αποτέλεσµα.

2) Επιλέγεται η απόφαση που αντιστοιχεί στο καλύτερο

«χειρότερο πιθανό αποτέλεσµα».
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Κριτήριο Maximin

Αν Α το σύνολο των εναλλακτικών αποφάσεων, S το 

σύνολο των διαφορετικών τιµών της µη ελεγχόµενης

παραµέτρου και W(α,s) το αποτέλεσµα κάθε συνδυασµού, 

τότε το Maximin κριτήριο αποτυπώνεται ως: 









∈∈
),(minmax saW

SsAa



Κριτήριο Maximin - Παράδειγµα

Εναλλακτικές

Αποφάσεις 7 8 9 10 Απόφαση

280 2.800 € 2.720 € 2.640 € 2.480 € 2.480 €

320 2.600 € 3.200 € 3.040 € 2.880 € 2.600 €

360 2.400 € 3.000 € 3.600 € 3.440 € 2.400 €

400 2.200 € 2.800 € 3.400 € 4.000 € 2.200 €

Αριθµός Μαθηµάτων

2.480

2.600

2.400

2.200

ΜΙΝ(2.800;2.720;2.640;2.480)
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Κριτήριο Generalized Maximin

� Το κριτήριο Generalized Μaximin βασίζεται στη

στάθµιση µεταξύ του καλύτερου και του χειρότερου

δυνατού σεναρίου.

� Αντιπροσωπεύει µια λιγότερο συντηρητική

προσέγγιση λήψης αποφάσεων από αυτή του

Μaximin, καθώς συνυπολογίζει και το καλύτερο

δυνατό αποτέλεσµα από την επιλογή κάθε απόφασης.
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Κριτήριο Generalized Maximin

� Η βέλτιστη απόφαση προκύπτει από τα ακόλουθα βήµατα:

1) Για κάθε εναλλακτική απόφαση, καταγράφονται το καλύτερο

και το χειρότερο πιθανό αποτέλεσµα.

2) Τα δύο αποτελέσµατα σταθµίζονται µε έναν συντελεστή r. Ο εν

λόγω συντελεστής παίρνει τιµές µεταξύ των [0, 1] και

αντιπροσωπεύει την πιθανότητα πραγµατοποίησης του

χειρότερου σεναρίου.

3) Επιλέγεται η απόφαση που αντιστοιχεί στο καλύτερο

«σταθµισµένο πιθανό αποτέλεσµα».
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Κριτήριο Generalized Maximin

Αν Α το σύνολο των εναλλακτικών αποφάσεων, S το 

σύνολο των διαφορετικών τιµών της µη ελεγχόµενης 

παραµέτρου και W(α,s) το αποτέλεσµα κάθε συνδυασµού, 

τότε το Generalized Maximin κριτήριο αποτυπώνεται ως: 







 ⋅−+⋅

∈∈∈
),(max)1(),(minmax saWrsaWr

SsSsAa



Κριτήριο Generalized Maximin- Παράδειγµα

Εναλλακτικές

Αποφάσεις
7 8 9 10

Απόφαση 

για r = 0,80

280 2.800 € 2.720 € 2.640 € 2.480 € 2.544 €

320 2.600 € 3.200 € 3.040 € 2.880 € 2.720 €

360 2.400 € 3.000 € 3.600 € 3.440 € 2.640 €

400 2.200 € 2.800 € 3.400 € 4.000 € 2.560 €

Αριθµός Μαθηµάτων

2.480

2.600

2.400

2.200

2.800

3.200

3.600

4.000

0,8 * ΜΙΝ(2.800;2.720;2.640;2.480) + 0,2 * ΜAX(2.800;2.720;2.640;2.480)
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Κριτήριο Minimax Regret

� Το κριτήριο Minimax Regret βασίζεται στην

ελαχιστοποίηση του µέγιστου κόστους

ευκαιρίας που συνεπάγεται η επιλογή κάθε

εναλλακτικής απόφασης.
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Κριτήριο Minimax Regret

1) Για κάθε τιµή της µη ελεγχόµενης παραµέτρου, προσδιορίζονται:

a) η απόφαση µε το καλύτερο αποτέλεσµα,

b) η διαφορά µεταξύ του αποτελέσµατος της παραπάνω

απόφασης και των αποτελεσµάτων των υπολοίπων (κόστος

ευκαιρίας).

2) Για κάθε απόφαση, εντοπίζεται το µέγιστο κόστος ευκαιρίας ως

προς όλες της τιµές της παραµέτρου.

3) Επιλέγεται η απόφαση µε το µικρότερο «µέγιστο κόστος

ευκαιρίας».
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Κριτήριο Minimax Regret

Αν Α το σύνολο των εναλλακτικών αποφάσεων, S το 

σύνολο των διαφορετικών τιµών της µη ελεγχόµενης

παραµέτρου και W(α,s) το αποτέλεσµα κάθε συνδυασµού, 

τότε το Minimax Regret κριτήριο αποτυπώνεται ως: 







 −

∈∈∈
),(),(maxmaxmin saWsaW

AaSsAa



Αποφάσεις 7 8 9 10

280 2.800 € 2.720 € 2.640 € 2.480 €

320 2.600 € 3.200 € 3.040 € 2.880 €
360 2.400 € 3.000 € 3.600 € 3.440 €
400 2.200 € 2.800 € 3.400 € 4.000 €

 Πίνακας Αποτελεσµάτων

Κριτήριο Minimax Regret - Παράδειγµα

Αποφάσεις 7 8 9 10

280 0 € 480 € 960 € 1.520 €

320 200 € 0 € 560 € 1.120 €
360 400 € 200 € 0 € 560 €
400 600 € 400 € 200 € 0 €

Πίνακας Κόστους Ευκαιρίας

2.800
3.200

3.600

4.000



Κριτήριο Minimax Regret - Παράδειγµα

Αποφάσεις 7 8 9 10

280 0 € 480 € 960 € 1.520 € 1.520 €

320 200 € 0 € 560 € 1.120 € 1.120 €

360 400 € 200 € 0 € 560 € 560 €

400 600 € 400 € 200 € 0 € 600 €

Πίνακας Κόστους Ευκαιρίας Μέγιστο 

Κόστος

ΜAX(0;480;960;1.520)
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Insufficient Reason

� Η µέθοδος Insufficient Reason βασίζεται στην παραδοχή πως

όλες οι τιµές της µη ελεγχόµενης παραµέτρου έχουν την ίδια

πιθανότητα να εµφανιστούν.

� Στην πραγµατικότητα είναι µια ειδική περίπτωση του

κριτηρίου της µέγιστης αναµενόµενης αξίας.

� Μπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο εφόσον είναι γνωστά όλα τα

πιθανά ενδεχόµενα.
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Insufficient Reason

� Για κάθε απόφαση, αθροίζονται τα πιθανά

αποτελέσµατα ως προς όλες της τιµές της παραµέτρου.

� Επιλέγεται η απόφαση µε το µεγαλύτερο άθροισµα.

Σε αντιστοιχία µε τα προηγούµενα, το Insufficient

Reason κριτήριο αποτυπώνεται ως: 

 

∑
∈Α∈ Ssa

saW ),(max  



Insufficient Reason - Παράδειγµα

Αποφάσεις 7 8 9 10

280 2.800 € 2.720 € 2.640 € 2.480 € 10.640 €
320 2.600 € 3.200 € 3.040 € 2.880 € 11.720 €
360 2.400 € 3.000 € 3.600 € 3.440 € 12.440 €
400 2.200 € 2.800 € 3.400 € 4.000 € 12.400 €

Πίνακας Αποτελεσµάτων
Άθροισµα
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Κριτήρια Λήψης Αποφάσεων

� Τα προηγούµενα κριτήρια δεν είναι ισοδύναµα. Με

άλλα λόγια, µπορεί να συµβεί κάθε ένα από αυτά να

προκρίνει διαφορετική απόφαση ως βέλτιστη.

� ∆εν έχει νόηµα µια διάκριση σε σωστά και λάθος

κριτήρια. Η επιλογή ενός κριτηρίου εξαρτάται µόνο

από τον τρόπο µε τον οποίο θέλει να αντιµετωπίσει

κανείς την αβεβαιότητα ενός δεδοµένου

προβλήµατος.
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Κριτήρια Λήψης Αποφάσεων

� Ωστόσο, τα κριτήρια Maximin και Minimax Regret –

όταν χρησιµοποιηθούν σωστά – µπορούν να

οδηγήσουν σε εύρωστες (robust) αποφάσεις.
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Ολική ευρωστία (Global robustness)

Έστω ( )sxC ,  το κόστος από την εφαρµογή µιας 

στρατηγικής x, όταν το ενδεχόµενο s πραγµατοποιηθεί.  

Ορίζω το regret R ως: 

   ( ) ( ) ( )srCMinsxCsxR
Ar

,,,
∈

−= , SsAx ∈∈∀ , .  

όπου r η στρατηγική που θα ακολουθούσα αν είχα τέλεια 

πληροφορία 
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Ολική ευρωστία (Global robustness)

Έστω ότι στην περίπτωση τέλειας πληροφορίας, η 

βέλτιστη απόφαση προκύπτει από τη βελτιστοποίηση: 

( ) xcMinsM
T
s

x
=

 

Τότε το regret της στρατηγικής x υπολογίζεται ως: 

( ) ( )sMxcsxR
T
s −⋅=,  
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Ολική ευρωστία (Global robustness)

Η Minimax Regret (MMR) στρατηγική είναι η βέλτιστη 

λύση του ακόλουθου προβλήµατος: 

( )( )sMxcMaxMin
T
s

SsAx
−⋅

∈∈  

Το Minmax πρόβληµα αυτό µπορεί να µετασχηµατιστεί σε 

πρόβληµα ελαχιστοποίησης, µε την εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού:  

φ
φ,x

Min , υπό τον περιορισµό ( )sMxc
T
s −⋅≥φ , Ss ∈∀  
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Ολική ευρωστία (Global robustness)

Αν ορίσω µέγιστες και ελάχιστες τιµές για όλες τις 

αβέβαιες παραµέτρους που συναποτελούν κάθε ενδεχόµενο 

s, τότε το προηγούµενο πρόβληµα ελαχιστοποίησης µπορεί 

να επιλυθεί προσεγγιστικά αν ο χώρος S περιοριστεί µόνο 

στις ακραίες τιµές του.  
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Τοπική ευρωστία (Local robustness)

Αν Α το σύνολο των εναλλακτικών αποφάσεων, ŝ µια 

καλή εκτίµηση για την τιµή της µη ελεγχόµενης 

παραµέτρου S, )ˆ,( sRD  το σύνολο των τιµών της S που 

απέχουν «απόσταση» R από την αρχική εκτίµηση και cr  η 

ελάχιστη αποδεκτή τιµή για τα αποτελέσµατα, τότε τί

υποδηλώνει το ακόλουθο  κριτήριο; 









≥
∈∈

c
sRDdAa

rsaWR ),(min:max
)ˆ,(
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Τοπική ευρωστία – Παράδειγµα 1

Έχετε τη δυνατότητα να επενδύσετε σε Ν αριθµό µετοχών, 

µε iu  άγνωστη ετήσια απόδοση κάθε µίας. 

Το ετήσιο κέρδος µπορεί να γραφεί ως: 

( ) ∑
=

⋅=⋅=
N

i

T
ii uququqR

1

,
,  

όπου iq  το ποσό που θα επενδύσετε σε κάθε µετοχή και 

∑
=

=
N

i
iqQ

1
 ο συνολικός προϋπολογισµός σας. 
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Τοπική ευρωστία – Παράδειγµα 1

Αν iû  η τρέχουσα εκτίµησή σας για την απόδοση της 

µετοχής i , τότε µπορεί να οριστεί η περιοχή γύρω από την 

εκτίµηση αυτή ως: 

( )








=+=ℜ∈= 2,ˆ:ˆ, RWvvvuuuuRD
TN

, 0≥R  

Αν ο τετραγωνικός πίνακας W είναι συµµετρικός, τότε η 

σχέση 2
RWvv

T =  ορίζει ένα ελλειψοειδές γύρω από το µηδέν.

Αν µόνο τα στοιχεία της διαγωνίου του πίνακα W είναι µη 

µηδενικά, η σχέση  ορίζει έναν κύκλο γύρω από το µηδέν.  
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Τοπική ευρωστία – Παράδειγµα 1

Η ζητούµενη απόφαση q προκύπτει από την επίλυση του 

ακόλουθου προβλήµατος βελτιστοποίησης: 

Wvv
T

vq ,
max

    

υπό τους περιορισµούς: 

     

( ) c
T

rvuq ≥+ˆ , ∑
=

=
N

i
i Qq

1
 , 0≥q
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Έστω ένα έργο που αποτελείται από τις ακόλουθες 5

ενότητες εργασίας:

1 32

4

5
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Το διάγραµµα των εργασιών αποτελείται από Μ = 2

µονοπάτια:

1) 1 – 2 – 3 – 5

2) 1 – 2 – 4 – 5

� Το διάγραµµα των εργασιών αποτελείται από Ν = 5

ενότητες εργασίας.
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

Στο µονοπάτι m, η ενότητα εργασίας που ακολουθεί την 

ενότητα n αρχίζει όταν έχει ολοκληρωθεί το mnf  ποσοστό 

της.  Ως αποτέλεσµα, ορίζεται ο πίνακας F: 

1 1 1 0 1

1 1/2 0 1 1
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

Οι ονοµαστικοί (εκτιµώµενοι) χρόνοι για την ολοκλήρωση 

κάθε ενότητας εργασίας είναι: 
 

1ˆˆˆ 521 === ttt   και  qt =3̂ ,  qt −=14̂   

Η τιµή του q αντιπροσωπεύει τη δυνατότητα του 

Υπεύθυνου του Έργου να κατανέµει τους απαιτούµενους 

πόρους για την ολοκλήρωση των ενοτήτων 3 και 4, όπως 

αυτός κρίνει καλύτερο. 
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Το σύνολο των τιµών των απαιτούµενων χρόνων για

την ολοκλήρωση των ενοτήτων εργασίας που

απέχουν απόσταση R από τις ονοµαστικές τους τιµές

µπορεί να προκύψει από τη σχέση:

05,..2,1,
ˆ

ˆ
:)ˆ,( ≥









=≤
−

= RnR
t

tt
ttRD

n

nn
n
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Ο συνολικός χρόνος για την ολοκλήρωση κάθε ενός

από τα δύο µονοπάτια m δίνεται από τη σχέση:

∑
=

=⋅=
N

n
nnmm mtfC

1

2,1,
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Ο συνολικός χρόνος για την ολοκλήρωση του έργου

δίνεται από τη σχέση:

∑
==

⋅=
N

n
nnm

m
tfT

12,1
max

� Το ζητούµενο είναι: ctT ≤
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Αναζητώ το µεγαλύτερο R για το οποίο το χειρότερο

αποτέλεσµα εξακολουθεί να είναι αποδεκτό:









≤
∈

c
tRDt

tTR
)ˆ,(

max:max
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Ισχύουν:

nnn tRtt ˆˆ ⋅+≤

mm

N

n
nnm

tRDt
m

tRDt
CRCtfC ˆˆmaxmax

1)ˆ,()ˆ,(
⋅+=⋅= ∑

=∈∈
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Η ευρωστία κάθε µονοπατιού m προκύπτει από το

µέγιστο R που ικανοποιεί την παρακάτω σχέση:

m

mc
mcmm

C

Ct
RtCRC

ˆ

ˆ
ˆˆ −

=⇒=⋅+
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Ισχύουν:

qtqttC +=+++= 3ˆˆˆˆ
5211

qtqttC −=+−+⋅+= 5,3ˆ1ˆ
2

1
ˆˆ

5212

( ) 1
3

1 −
+

=
q

t
qR c

( ) 1
5,3

2 −
−

=
q

t
qR c
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Η ευρωστία του έργου ως προς το χρόνο

ολοκλήρωσής του είναι η:

( ) ( )qRqR m
m 2,1
min
=

=
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Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Ο αντικειµενικός στόχος είναι η βελτιστοποίηση της

ευρωστίας του έργου, άρα αναζητώ το q για το οποίο

ισχύει:

( ) ( )qRqR m
m 2,1
minmaxmax
=

=



45

Εύρωστες Αποφάσεις – Παράδειγµα 2

� Οι δύο συναρτήσεις ευρωστίας έχουν αντίθετο είδος

µονοτονίας (1-φθίνουσα, 2-αύξουσα), οπότε το

βέλτιστο σηµείο είναι το σηµείο τοµής τους:

25,01
5,3

1
3

=⇔−
−

=−
+

q
q

t

q

t cc


